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线性代数笔记14——行空间和左零空间

　　前面已经介绍了矩阵的零空间和列空间，它们都属于矩阵的四个基本子

空间，基本子空间还包括行空间和左零空间。

　　召唤一个矩阵：

　　为了找出零空间和列空间，先进行套路运算——转换为行最简阶梯矩

阵：

  　　

　　只有一个主元，也就是仅有一个向量都是独立向量，列空间是：

 

　　这同时也意味着矩阵A的秩是1。矩阵的秩、列空间的基的向量数、独

立向量数、主元数，这些都是一个意思，只是用于不同场景中，这些概念往

往容易让人混淆。实际上直到今天，我仍然会对一些概念产生一瞬间或几分

钟的困惑，不得不重新翻阅资料。

　　再来看零空间，主元可以用另外两个自由元表示，这里用x2和x3表示

x1：

　　A的零空间：

 

左零空间
　　零空间关注的是Ax = 0的解，除此之外，我们还想关注转置后的A形成

的方程的性质，也就是ATx = 0的解。还是刚才的矩阵，看看A转置后的零

空间：
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　　套路运算，行最简阶梯型矩阵：

 

　　第二列可以用第一列表示，第二列是第一列的线性组合，只有一个独立

向量，只有一个主元，秩是1……一大堆相似概念，最终可以得到这样的方

程：

　　AT的零空间：

 

　　独立地看，AT的零空间是ATx = O的解，这又有什么用呢？它与Ax =

O有什么关系？

　　如果把等式两边同时转置，右侧依然是趴下的零向量，左侧：

 

　　这下清晰了，A的零空间是将A右乘x；如果左乘x就是AT的零空间：

 

　　由于x在A的左侧，所以AT的零空间也叫A的左零空间。

行空间
　　A的行空间也就是AT的列空间，A的秩是在回答A中有多少列是线性无

关的，AT是在回答A中有多少行是线性无关的。有趣的是，A的秩和AT的秩

相等。理解这里一点很有用，尤其是在确定列空间的基时，辅助行空间可以

帮助我们避免一些陷阱，比如下面这个矩阵：

 

　　三列是否是线性无关的？如果最有一个列向量是<3, 3, 7>，那么很明

显第三个向量可以由前两个向量代替，现在第三个向量稍稍偏移了一点，所

以三个向量应该是线性无关的。真是这样吗？

　　实际上我们不必去计算，A的列向量之间的关系没那么明显，但是行向

量则不然——前两个行向量相同，A中只有两个线性无关的行向量，也就是

A的秩是2，所以A的列向量也不是独立向量。
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空间和维数
　　前面已经多次出现过维度的概念，如果有一个Am×n矩阵，它的四个基

本子空间的维数各是多少呢？

　　只要清楚四个基本子空间的概念，这个问题就比较容易回答。列空间的

一组基一定包含A的一个列向量，这个列向量是m维的，所以列空间一定在

Rm中；同理，行空间在Rn中。具体来说，由于秩是r，所以列空间是Rm中

的r维子空间，行空间是Rn中的r维子空间。

　　零空间是Ax = 0中x的解，x是n维向量，所以零空间在Rn中；同理，左

零空间在Rm中。零空间的维数是由自由元决定的，自由元等于矩阵列数减

去主元个数，也就是n – r，所以零空间是n维空间内的n – r维子空间。左零

空间是m维空间内的m – r维子空间。

　　总结一下：

　　列空间，位于Rm下的r维空间

　　行空间，位于Rn下的r维空间

　　零空间，位于Rn下的 n – r维空间

　　左零空间，位于Rm下的 m – r维子空间

行空间的基
　　可以先对矩阵转置，在通过列空间的方式寻找行空间的基。这样做没

错，但多少有些无聊，我们更希望一次就能同时找到列空间和行空间的基。

看个例子：

 

　　A的列空间和行空间都比较容易确定，甚至不需要化简：

　　虽然列空间和行空间的独立向量个数相等，但列空间和行空间可不行

等，所以还是需要某种通用的方法。仍然是先将A化简为行最简阶梯形矩

阵：

　　R是A的行最简阶梯矩阵，通过R可以确认A的秩r = 2。下面是关键：对

于A来说，行空间的基是R的前r行，即：

2. Re:线性代数笔记10——矩阵的LU分解
写的很好，不过LU 分解的前提是错的，
LU分解只需要第三个条件，如果允许行
置换就是下面写到的PLU，可以分解所有
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提个issue，最速降线中
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 　　之所以能够得到这样的结论，是因为从A到R的变换本来就是通过行的

线性变换得到的，变换到最后，R中只留下了线性无关的行向量。这实际是

在说，R是最简行阶梯矩阵，R中的每一级阶梯都是线性无关的。

左零空间的基
　　召唤一个矩阵：

 

　　直接的方法是使用左零空间的定义，将A转置，然后求解AT的零空间：

 

　　这和求解零空间一样，化简为行最简阶梯形矩阵：

 

　　这就是A的左零空间。这样计算简单粗暴。

　　另外一种方法是使用高斯-诺当消元法，通过记录行变换的方式找到左

零空间。这种方法的大概思路是和求逆矩阵类似，其过程是使[Am×n  

Im×m]→[Rm×n   Em×m]，如果A是方阵，R是单位矩阵，则转化过程和求逆

一致。

　　E实际上是记录了从A到R的初等行变换，EA = R。如果用《线性代数9

——消元矩阵与置换矩阵》中的方法写出来，其过程如下：

https://www.cnblogs.com/bigmonkey/p/9549759.html
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　　最终的消元矩阵：

 

　　费了很大劲求出E，目的是为了得到A的左零空间，R的最后一行是

OT，也就是说E的最后一行与A的乘积是OT：

 

　　这相当于：

 

　　现在可以确定，A的左零空间是：

 

　　这个方法的思路是寻找一个零行向量OT的行组合。
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· 美国大厂码农薪资曝光：年薪18万美元，够养家，不够买海景房

· 两张照片就能转视频！Google提出FLIM帧插值模型

· Android 再推 “杀手级” 功能，可回收 60% 存储空间

· 溺在理财暴雷潮的投资人 ：本金63万，月兑25元不够卖菜
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